
高数A(I) 期末总结

整理人：24-信科-seto1

1 期中复习

1.1 序列极限

序列极限的性质：有限无关性、保序性、子列性质。

单调收敛准则：有上界的单调递增序列收敛，反之亦然。

柯西命题：若序列an收敛于l，则

lim
n→+∞

∑n
k=1 ak
n

= l

1.2 函数极限

设函数y = f(x)在a的去心邻域上有定义，则称其于x = a处收敛于l，若

∀ϵ > 0,∃δ > 0, s.t.∀x, 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− l| < ϵ

归结定理：

lim
x→a

f(x) = l ⇔ ∀xn ⊂ U0
r (a), lim

n→+∞
xn = a =⇒ lim

x→+∞
f(xn) = l.

等价无穷小：1− cosx ∼ x2

2
, ax − 1 ∼ x ln a, arcsinx/ arctanx ∼ x, (1 + x)a − 1 ∼ ax（泰勒展开）

1.3 连续函数

间断点：可去间断点（收敛但收敛值不等于函数值）；跳跃间断点（两个单侧极限存在但不相等）；

第二类间断点（单侧极限至少其一不存在）。

1.4 导数

求高阶导数的莱布尼茨公式：

dn

dxn
[f(x)g(x)] =

n∑
k=0

(
n

k

)
dk

dxk
f(x) · dn−k

dxn−k
g(x)

其余的直接用泰勒公式展开再求高阶导数即可。*(sinx/cosx)(n) = sin/cos(x+ nπ
2
)）
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1.5 不定积分/定积分

考到了算我倒霉。

2 微分中值定理

2.1 中值定理证明

2.1.1 罗尔中值定理

依赖费马定理，取区间最大、最小值。

拓展1：达布定理——任意导函数具有介值性。

拓展2：广义罗尔定理（无穷区间）：两侧取统一值用介值定理/化为tan x，无界化有界。

2.1.2 拉格朗日/柯西中值定理

构造辅助函数，拉格朗日中值定理是柯西中值定理的特殊情况。

2.1.3 辅助函数构造

有分式先化为整式，再考虑原函数尝试用罗尔定理。

尝试高中凑函数算法。例：欲取f(x)− f ′′(x) = 0，则构造辅助函数e−x(f(x) + f ′(x))。

2.2 中值定理应用（可以先画图）

2.2.1 罗尔定理应用

常值函数证明、分析函数零点存在性/个数（求积分求原函数零点）。

*罗尔定理一般只能给出零点的下限个数/上限个数（反证法），无法确定零点确切个数。

2.2.2 拉格朗日定理应用

计算极限、证明不等式（核心是找到f(b)−f(a)）；二元函数拉格朗日定理（实质是0阶泰勒公式）。

2.2.3 柯西中值定理应用

证明洛必达法则：补充端点值为0，使区间长度趋于0。

*无穷洛必达法则证明：记limx→a
f ′(x)
g′(x)

= A，取x1 → a，则f(x)−f(x1)
g(x)−g(x1)

=
f(x)
g(x)

− f(x1)
g(x)

1− g(x1)
g(x)

= f ′(ξ)
g′(ξ)
，将右侧两

式交叉相乘，用ϵ− δ语言论证即可。

进一步地，洛必达法则可在证明题中建立f相关极限和f ′相关极限之间的关系。
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3 洛必达法则使用步骤

1 若为序列极限，则通过归结定理转化为函数极限。

2 转化为0
0
或∞

∞型。

3 寻找等价无穷小简化计算。

4 洛。不断洛。洛到没法洛。

5 若最后失败，则考虑其他方法，优先考虑泰勒展开！

4 泰勒公式

4.1 概念

4.1.1 局部泰勒公式

何为泰勒多项式？皮亚诺余项？麦克劳林余项？

4.1.2 带拉格朗日余项的泰勒公式

4.1.3 二元函数泰勒公式

f(x, y) = f(a, b) +
n∑

k=1

1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

∣∣∣∣
(a,b)

)k

+ o((
√

(∆x)2 + (∆y)2)n)

拉格朗日余项： 1
(n+1)!

dn+1f(a+ θ∆x, b+ θ∆y)。

4.2 计算

4.2.1 背熟公式

ex、sinx、cosx、ln(1 + x)、(1 + x)α。

4.2.2 简单变形

乘法（均展开至相应余项）、换元（接近正确形式/不在0处）、分式拆分（类比有理分式积分）。

*尤其在二元函数中，尝试能否换元为一元函数。

4.2.3 微分法

针对f ′(x)泰勒展开容易求的情况（例：arctan x），“作积分”即可。
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4.2.4 泰勒公式反求高阶导数

通过换元/乘法/微分法等，泰勒公式易于计算，可直接通过对比各项得到高阶导数。

4.3 应用

4.3.1 计算极限

在洛必达法则无法进行时，计算分式极限，具有通用性，但计算量相对较大。

4.3.2 证明题

一般使用带拉格朗日余项的泰勒公式，构建各阶导数之间的关系。

*在极限题中，关注凑出导数定义后加以化简。

5 解析几何

5.1 内积与外积

外积计算公式/外积、混合积的几何意义/内积、外积均不满足结合律，外积有反交换律。

5.2 平面的方程

法式方程、一般方程、*三点式方程、截距式方程

5.3 直线的方程

标准方程（分母可为0）、参数方程及其与两面式方程的互化（方向向量为两个法向量的外积）。

5.4 距离公式

点到直线的距离：

d =
|e×

−−−→
MM0|
|e|

5.5 空间曲线

参数方程、切向量、法平面的计算（弧长公式）。

6 多元函数微分学（简单推广）

6.1 二元极限的分析

收敛：夹逼定理/换元为一元极限/等价无穷小/极坐标换元
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发散：不同路径（水平/垂直/沿y = kx/y = kx2/y = k
√
x，若分母/分子本身不齐次）

*闭区域上连续函数的性质：在区域D上，有界性、最值可达、介值性。

6.2 可微性的判定

几乎都是借助可微的定义：

f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微 ⇐⇒ lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− fx(x0, y0)h− fy(x0, y0)k√
h2 + k2

= 0

*若在此点不连续或某偏导数不存在，则一定不可微。

6.3 可微、连续和可偏导

各偏导数连续⇒可微。反向反例：

f(x, y) =

(x2 + y2)sin 1
x2+y2

if (x, y) ̸= (0, 0),

0 if (x, y) = (0, 0).

可微⇒连续。反向反例： f(x, y) =
√

x2 + y2或f(x, y) =
√

|xy|

可微⇒偏导数存在。反向反例：

f(x, y) =


xy

x2+y2
if (x, y) ̸= (0, 0),

0 if (x, y) = (0, 0).

连续⇏偏导数存在。反例：f(x, y) =
√

x2 + y2

偏导数存在⇏连续。反例：

f(x, y) =


x2y

x4+y2
if (x, y) ̸= (0, 0),

0 if (x, y) = (0, 0).

6.4 方向导数与梯度

梯度：grad f |(x0,y0) = (∂xf(x0, y0), ∂yf(x0, y0)) 上升最快方向

方向向量：设−→n = (a, b)为单位向量，则方向导数为∂nf = limt→0
f(x0+ta,y0+tb)−f(x0,y0)

t
.

∂nf = grad f |(x0,y0) · −→n
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6.5 复合函数求导

∂z

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

其中，∂f
∂u
和∂f

∂v
是关于x, y的函数，如

∂ ∂f
∂u

∂x
=

∂2f

∂u2
· ∂u
∂x

7 隐函数定理

7.1 隐函数存在定理

对F (x0, y0) = 0，在(x0, y0)附近研究，该函数在其邻域有定义，偏导数连续，且∂yF (x0, y0) ̸= 0,则

可唯一定义隐函数y = f(x)，且光滑性与F (x, y)一致。

推广到多元隐函数，则满足对因变量偏导数非0即可。

7.2 隐函数偏导数计算

df

dx
= −∂xF (x, y)

∂yF (x, y)

∂f

∂x
(x, y) = −∂xF (x, y, z)

∂zF (x, y, z)

*二阶偏导数需要将一阶偏导中的z看作z(x, y)求偏导。

7.3 方程组隐函数及其偏导数的计算

F (x, u, v) = 0

G(x, u, v) = 0

将条件3修改为Jacobi行列式：

D(F1, F2)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∣∂uF1(u, v) ∂vF1(u, v)

∂uF2(u, v) ∂vF2(u, v)

∣∣∣∣∣ ̸= 0

*其可以被推广到n元方程组。

*逆映射存在性定理：(u, v) 7→ (x, y)存在的充分条件是其Jacobi行列式不为0。

偏导数计算：在方程组中对x求导即可，解关于u′(x)、v′(x)方程组，事实上，Jacobi行列式就是方

程组的系数矩阵行列式。
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8 极值问题

8.1 简单一元函数性质

凹凸性定义（上凸为例）：[1]f ′′(x0) < 0； [2]f(x) < f(x0) + f ′(x)(x − x0)； [3]f(α1x1 + α2x2) >

α1f(x1) + α2f(x2)（图像在割线上方，切线下方）

渐近线：垂直渐近线（与x轴垂直，一定是第二类间断点）/一般渐近线y = ax+ b：

a = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− ax)

8.2 一般极值问题

8.2.1 一阶必要条件

设f在该点可导，若其为f的一个极值点，则：

（一元）f ′(x0) = 0

（二元）∂xf(x0, y0) = ∂yf(x0, y0) = 0

满足这一性质的点称为稳定点。

8.2.2 二阶充分条件

若f在某点的邻域有连续的二阶（偏）导数，且此点为稳定点，则：

（一元）若f ′′(x0) < 0，则x0为极大值点；若f ′′(x0) > 0，则x0为极小值点。

（二元）令：

A =
∂2f

∂x2
(x0, y0), B =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0), C =

∂2f

∂y2
(x0, y0)

[1] 若B2 − AC < 0且A > 0，则(x0, y0)是极小值点；

[2] 若B2 − AC < 0且A < 0，则(x0, y0)是极大值点；

[3] 若B2 − AC > 0，则(x0, y0)不是极值点，称为鞍点；

*若f ′′(x0) = 0（一元）或B2 − AC = 0（二元），则通过函数性质具体分析（限制于某一直线）。

（应用）最小二乘法：确定y = ax+b，使得u(a, b) =
∑n

i=1(axi+b−yi)
2有最小值：考虑∂u

∂a
= ∂u

∂b
= 0

8.2.3 条件极值问题

在ϕ(x, y) = 0的约束下求z = f(x, y)的最值点：拉格朗日乘子法。

构造F (x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y)，求其所有稳定点，在其中找到最大/最小值。
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